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                
                   
                  
  
              

              
       "        
                





             
              
           
               
          
              

                  
                
                    
                
                 
          
               

               
           
           
                  
               
                 
              
 
               

                  
                  
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               
             





             
                
 
                

               
               
               
                 
           
    

 

                
              
           
                  

          

            f        g
     M  S ' P  S  f    g        '  
               
 P         )  

              
               
  f g    f    g         
           
M   O + S            

  

    M  S ' P         
  S ! R        2 R     O  f j  2 S 
  g         MO

        O         
    M  O           
             
     2 O               
         2 R         
    
    MO         M   

       2 O           
                 
       f        g    

         MO    2 S  S M 
       2 O  jOj         /     g  
            

   j   

                   
             jOj     
         
           ! 2 f g   

  ! 2 f g        ! 2 O   ! / !  
! 2 f g              






    !   2 f g           
  !          ! 

!
 

                
                   ! 
      c    ! ! c d2 f g      
      !  !  c  d  !       !
     !    d          
     d            
  !             
           

      M        S  f    g 
            

 
"



 j       
"



 

                  
                   
       O          
                  
                   
                  
              
                
           
                  

                 
               
  

            $ % &   $ %  
         &  f j       j g
  j         2$     
   

       $ %    


x                   
#



 j  

               f     g +$
   o  f         g  f    g      
         

        $ % &   $  f    g  
o  f   g       x       f    g x
 f    g  f        g

              

       x         
               x  
 x /  x       $  fx    xg   x   x 
0 0 0   x   x  /  x   !  ! 

        x 2$         
        /          
              
                 
               
                
      





   

             
              
                
                
 
               

        !  !   2 f g       
                   
             
     
      !  !


       !  

!                   !  !   
           !


   

       !          
   !     !  !            ! 
              !

    !  
   !  !  ! /  !


  !


 !    !


     


        !            

                
                
                  
               

            "        !  !
     !  !        
f!  !


g            ! / !   !  !

                     
    !  !              !

               
                
               
  
       1          

              !

 !

                
                   !


  

               
             

                    
              
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 S  f  g  f!  ! 2 f gg      '      
  !  !      P      

  ! j   !    ! 2 ! 

  ! j   ! /   ! 2 ! 

            

  S  '        P       
  f      g      S  f!  ! 2 f gg   
      !          !  

  ! j   !    !    ! j   !

         P      
                  

  ! j   ! 
'
  ! j   !          
  ! j   !            



            
             !

                
    

                 ! 
                 
       

      !          !    
     ! 2 !

        !   ! ! 2 !  
                        
! 2 !      !  !    ! / !  ! 2 !     
     !         ! / !   ! 2 !
               

                    P
 jf gj ) jf gj       '  jf gj     M  
                
        
               

                 


    

                
                

           M O   
M   S  f  g  f  g    '     
 
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)
  
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  " 
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+  

 O  fg  fg
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Naïve Markov chain
model: Example

                    
                
        

                   
                     
           O         
                    
 ! !    ! ! 2 f g       !    
  f!g   f! j ! 2 f g   ! ! ! g    f! j ! 2 f g
! !  g                    
                       
                
O            

   j          j     " 

                   
            "        
                   
                   
      
                

            "  2    2    
      

  
  " 


  " 

 

                    
 

    )  )

    )  " )

      "  2     
                 

              

                   

  " 
  

  " 
  





                  
                   
                         
          

                   

  " 
  

  " 
  

                 
         
                

              
                
                
                 
              

    

                 
      !             
           M      
                    
 !     !
                

                  
                  
              
            !        
!        

                
  2 f    "g      f    g + N       !  ! "
       !  ! "                 " 
   

                  
                  
     /            
                  !  
                  
  
                 

          

                
                 
                        
                      
              

                  
                
          !     
              !   
       
                

   





Very Easy: z = 0
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Easy: z = 1
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Slightly Easy: z = 2
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Slightly Hard: z = 3
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Hard: z = 4
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                     
              
                    
                       
                  
   

      ! 2 f g             
     !    !    !     
    

                
                
       ! 2 f g            
             

    c 2 f g      ! 2 f g      
 g 2 c             c    
      c       g !  c !   g  !
       T 

,
c    j c 2 f g

-


                 
           
                

   !           jT j     

jT j 
'

    !


.



/
  /   

       T       f g  T  
  

      jTj  f g    jTj   "  "    
  jTj  

          ! 2 O  !       
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                
     

      !           
                   
        

                      
   !        j            
            j          
       

    j         j          
     j        

                  !      
              "          
                   j        
    j           

    j         j          

            j        "   

    j    
" 



                  

  "  j     "
" 



      !         "       
 

  "  j    





    j     "





   
                  

               
               
                  
                 
                  
                
                 
                
                
   





Easy
z = 1

0 1 2 3 4 5
p 4p/5 1-4p/51-3p/51-2p/5

1-4p/5 4p/53p/52p/5 p 1-p1-p

0 1 2 3 4 5

p 4p/5 1-4p/51-3p/53p/5

1-4p/5 4p/53p/51-3p/5 p 1-p1-p

Very
Easy
z = 0

Slightly
Easy
z = 2

Slightly
Hard
z = 3

Hard
z = 4

0 1 2 3 4 5
p 1-p/5 1-4p/51-3p/51-2p/5

p/5 4p/53p/52p/5 p 1-p1-p

0 1 2 3 4 5

p 4p/5 1-4p/52p/53p/5

1-4p/5 4p/51-2p/51-3p/5 p 1-p1-p

0 1 2 3 4 5
1 1-p/5 1-4p/51-3p/51-2p/5

p/5 4p/53p/52p/5 p 1-p0
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z = 1
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p 4p/5 1-4p/51-3p/51-2p/5

1-4p/5 4p/53p/52p/5 p 1-p1-p

0 1 2 3 4 5
p 4p/5 1-4p/51-3p/51-2p/5p 4p/5 1-4p/51-3p/51-2p/5

1-4p/5 4p/53p/52p/5 p1-4p/5 4p/53p/52p/5 p 1-p1-p

0 1 2 3 4 5

p 4p/5 1-4p/51-3p/53p/5

1-4p/5 4p/53p/51-3p/5 p 1-p1-p

0 1 2 3 4 5

p 4p/5 1-4p/51-3p/53p/5

1-4p/5 4p/53p/51-3p/5 p 1-p1-p

Very
Easy
z = 0

Slightly
Easy
z = 2

Slightly
Hard
z = 3

Hard
z = 4

0 1 2 3 4 5
p 1-p/5 1-4p/51-3p/51-2p/5

p/5 4p/53p/52p/5 p 1-p1-p

0 1 2 3 4 5
p 1-p/5 1-4p/51-3p/51-2p/5

p/5 4p/53p/52p/5 p
0 1 2 3 4 5

p 1-p/5 1-4p/51-3p/51-2p/5p 1-p/5 1-4p/51-3p/51-2p/5

p/5 4p/53p/52p/5 pp/5 4p/53p/52p/5 p 1-p1-p

0 1 2 3 4 5

p 4p/5 1-4p/52p/53p/5

1-4p/5 4p/51-2p/51-3p/5 p 1-p1-p

0 1 2 3 4 5

p 4p/5 1-4p/52p/53p/5

1-4p/5 4p/51-2p/51-3p/5 p 1-p1-p

0 1 2 3 4 5
1 1-p/5 1-4p/51-3p/51-2p/5

p/5 4p/53p/52p/5 p 1-p0

0 1 2 3 4 5
1 1-p/5 1-4p/51-3p/51-2p/51 1-p/5 1-4p/51-3p/51-2p/5

p/5 4p/53p/52p/5 pp/5 4p/53p/52p/5 p 1-p0

                   
                        
                
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               
              
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  !  !             
       "                    
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                    
                    
                  
                   
                  / 
                  
          1  

               
                   
               
               
                  
               
                 
               
                 
                 
                 
          !  !         
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
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                
                    "    
                
     


   


             

 "                 
             
      
                

                
              

   

                  
               
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        0 0 0   

        0 0 0   

0 0 0
        0 0 0   

  

0 0 0
  

          2 N   2 N 
!



     !  ! 

      

"  "  " 0 0 0 "  "   

"  "  " 0 0 0 "  "   

0 0 0
" "  " 0 0 0 "  "   

  

0 0 0
  





               
        /           
       0 0 0        0 0 0       
     



  


  0 0 0 


  


 



  


 " 0 0 0 


  


 

0 0 0



  


 " 0 0 0 


  




          

         

      / 



  


 

.


      !  ! "    !  ! "  



   


 "  ) 


      !   ! "  



   


 "  ) 


      !   ! "    !  ! "  

                   
                    
              
               
        *m  !     
 *  !     
               

   

              *m  !  
      !  ! "         *  !  
               

      *m  !      

 
"

!
 


   " "      

        !      *      
         
                

 !  !                 
 !  ! 
                   

    
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                !  !  
                
M     
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         

           f     g    MO
  !  !             

!
      

f          g     

           f      
   g              j      !  !
          

   

"



   j      

                 
             
                
                
                 
               
                 

                   j   
             





               
      !  !          

 

"



   

               
              M     
f     g  fMO     MOg

                 
                  

                     
           j           
   

 j    
"



 j          j    

           

  

"



 j      



"



    

    j                  
 
                 

       f          g   
       !  !         
      

                  
               
            

 

"



  

          
                

 

           f   
      g      MO   !  !       
                   
      

               !  !    
              
                

                
                   
                   
                    
               
       





           !  !     
         

                  
  

 

"



  

       
             

             
          

   

                    
        

                 
          

   


 

       

                    
                
      
                 

                   
                

   
                 
                    
              
                  
                      
                       
                    
                     
                
                  
              
                

 
 "  


 

                
                
                
               
 

   

              
            





  !          #    M 
  '             
          '     
    
      1         

                     
               
              
             
              

       

                 
                    

                 
                
      21       

               

                 
          

   




       

  1     

        


 2    

                 
                
                  


   

                
                 
                

 

              
                
                
            
              

                  
                 
            
                 
  x  #       $       
                 
 $                  
                  
              
               
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                 
               
              
              
            #    $ 

f  " g         
             

       

             
                     
                  
               
               
         
                

        !
 2 f g     

     "           
                 
              
   !  ! !    ! !            
  ! !                  
 ! !    ! !               
    
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               
                  
                
            

                  
                  
                 
                   
                   
                
                
    
                

               
                
               
   j        j            
     

   j       j   
      "  " 
     "  " 
          
      
                   

                   
                j
       j               
                 
                 
    j        j          
                   
                
                  
   
              





Easiest
in sample

0 1 2 3 4 5

1 (5-p)/5 (5-4p)/5(47-23p)/60(17-5p)/20

4p/5(13+23p)/60(3+5p)/20 p 1-pp/5

Hardest
in sample

0 1 2 3 4 5

1 (5-p)/5 (5-4p)/5(1+3p)/10(7+11p)/30

4p/5(9-3p)/10(23+11p)/30 p 1-pp/5

Easiest
in sample

0 1 2 3 4 5

1 (5-p)/5 (5-4p)/5(47-23p)/60(17-5p)/20

4p/5(13+23p)/60(3+5p)/20 p 1-pp/5

Easiest
in sample

0 1 2 3 4 5

1 (5-p)/5 (5-4p)/5(47-23p)/60(17-5p)/20

4p/5(13+23p)/60(3+5p)/20 p 1-pp/5

Hardest
in sample

0 1 2 3 4 5

1 (5-p)/5 (5-4p)/5(1+3p)/10(7+11p)/30

4p/5(9-3p)/10(23+11p)/30 p 1-pp/5

Hardest
in sample

0 1 2 3 4 5

1 (5-p)/5 (5-4p)/5(1+3p)/10(7+11p)/30

4p/5(9-3p)/10(23+11p)/30 p 1-pp/5

               
              
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                  
                     
                  
               
    
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                  
                         
 
                 

                 
                  
               
                  
                 
                   
                      
        
                

                 
                 





     

     "    "   
     "    "     
     "    "    "   

     "    "   
     "      "   
     "    "    "   

     "    "   
     "    "     
       "    "     

     "    "   
     "    "     
       "    "     

     "    "   
     "    "     
    "   "    "     

     "    "   
     "    "     
    "   "    "     

     "    "   
     "    "     
     "    "    "   

     "    "   
     "    "     
     "    "    "   

                 
             
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                 
               
 
                

             
        $  $ 

        $         
 

$ 
'5



6

5



6


2
" 



3


2
" 



37


        $        
   

$  
'
 

2
" 



3


2
" 



37


     $  $            
  $             
     #      #   
  

         

                   
          #  $      
                    
             

5   #    #    #   
            

5   $   $     $

       #  $    #  $    #  $ 
  #  $               
                 
                
#      $           
                    
                  
          $          $
                    ! 
                    
                   
              
              
          





      

 

   "   "   ) 
   "    "   
   "    "   "  ) 
   

   "   "  
   "      "   
   "    "   "  
     

   "   "   
   "     "   
     "    "   
   

   "   "   
   "    "   
     "    "   
   

   "   "  
    "      "   
  "     "      "    
   

   "    "  
   "      "   
  "     "      "    
   

    "     "  
    "      "   
    "      "     "  
   

    "     "  
    "      "    
    "      "    "  
   

              
                     
                  
    





        

                   
                
  $       $         
                  
              
           #       
               
     
                   

               
                  
 $      $          
            
              
               
               
               
                   
                 
                 
 

    

                 
              
             
               
             
             
                 

              
               
              
                 
                 
                
                
   
                

               
               
                 
                
               
                  
                 
          
                

              
               
                
            
             
                  





               
                 
          
              
               
          
                  

               
            
               
              
               
              
              
                  
                
      



              
         



                
    

                
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        
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   

             
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              
   

                
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               
              
   

                  
            
        

                 
            
        

              
           
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                
             
         

                
             
     

             
         

               
          

                  
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                
         
         

                
           

              
               
    

                 
           

                 
             


                
         

                
           

              
       

                 
          


            
    

            

                
            
       

               
     

             
  

             
            
    

                
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  
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(1) Uniform initialization, Uniform noise
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(2) Guided initialization, Uniform noise
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(3) Uniform initialization, Guided noise
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(4) Guided initialization, Guided noise

100

1000

10000

100000

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Noise probability

Ru
n 

tim
e 

(fl
ip

s)

! " # $ % & ' ( ) * + * , -

! " # $ % & ' ( ) * + * . - -

! " # $ % & ' ( ) * + * , - -

                  
                      
                
               





(1) Pir3, Uniform noise

0.1

1

10

100

1000

10000

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Noise probability

R
un

 ti
m

e 
(fl

ip
s)

! " # $ % & ' ( ) * + * , -
! " # $ % & ' ( ) * + * . -
! " # $ % & ' ( ) * + * , - -
! " # $ % & ' ( ) * + * . - -
! " # $ % & ' ( ) * + * , - - -

(2) Pir3, Guided noise
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(3) Munin1, Uniform noise
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(4) Munin1, Guided noise
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(5) Water, Uniform noise
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(6) Water, Guided noise
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(7) Mildew, Uniform noise
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(8) Mildew, Guided noise
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